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• مارگولیس گریگوری اثر سه به نگاهی

کارای ملاحی کیوان
آلمان یاکوبز، دانشگاه

استاد حاضر حال در و مسکو در ١٩۴۶ زادۀ مارگولیس گریگوری

فورستنبرگ هیلل و او ٢٠٢٠ آوریل در آمریکاست. در ییل دانشگاه

سال در مارگولیس این، از پیش کردند. دریافت را آبل جایزۀ مشترکاً

بود. شده ولف جایزۀ برندۀ ٢٠٠۵ سال در و فیلدز جایزۀ برندۀ ١٩٧٨

که مارگولیس گستردۀ و ژرف کارهای مجموعۀ به جامع نگاهی
ریاضیات از متعددی شاخه های دگرگونی به منجر گذشته قرن نیم در
homoge-) همگن دینامیک لی، گروه های گسستۀ زیرگروه های مانند
حوصله ای است، شده ترکیبیات از حوزه هایی و ،(neous dynamics
بود خواهد این بر ما سعی می طلبد. کوتاه نوشتۀ این ظرفیت از بیش
بعضی به گذرا نگاهی عناوین، و کلیدواژه ها برخی کردن ذکر با که
در موضوع سه به مختصراً نوشته این در بیندازیم. کارها این از
به علاقه مند خوانندگان پرداخت. خواهیم مارگولیس مجموعه کارهای

کنند. رجوع مقالات اصل به می توانند موضوع ها این پیگیری

نیمه ساده لی گروه های در شبکه ها حسابیت و اَبرصلبیت .١

هرگاه می نامیم گسسته زیرگروه یک را G لی گروه از Γ زیرگروه
که طوری به باشد داشته وجود e خنثای عضو از U همسایگی
را Γ آنگاه باشد، G از گسسته زیرگروهی Γ اگر .U ∩ Γ = {e}
خارج فضای روی احتمالی اندازۀ اگر می نامیم (lattice) شبکه یک
تعریف G چپ از انتقال عمل تحت که باشد داشته وجود G/Γ قسمت

با شده

g · (xΓ) = gxΓ

گسستۀ زیرگروه شبکه، مفهوم از مثال آشناترین شاید باشد. ناوردا
قسمت خارج فضای روی لبگ اندازۀ مثال، این در باشد. Zd < Rd

معادلا می توان را شبکه مفهوم است. متناهی dبعدی) (چنبرۀ Rd/Zd

بنیادی ناحیۀ یک را F ⊆ G اندازه پذیر مجموعۀ کرد: تعریف این طور
آن انتقال های اگر می نامیم Γ برای (fundamental domain)

اندازۀ آن انتقال دو هر اشتراک و بپوشاند را G تمام Γ اعضای توسط
بردارهای مجموعۀ بالا مثال در دیگر، عبارت به باشد. داشته صفر
زیرگروه برای فشرده بنیادی ناحیۀ یک یک، و صفر بین درایه  های با

است. Γ گسستۀ

زمینۀ در زیادی تحقیقات میلادی، ۶٠ و ۵٠ دهه های در
بخشی شد. انجام حل پذیر و پوچ توان گروه های در شبکه ها خواص
مستوو و (Malcev) مالسف مانند ریاضیدانانی فعالیت های از
شد. گروه ها از خانواده این در شبکه ها شناخت وقف (Mostow)
برای یافت. [Rag72] در می توان را کارها این از کاملی نسبتاً شرح
بگیرید: نظر در را سه بعدی هایزنبرگ گسستۀ و پیوسته گروه های مثال

G =




١ x z

٠ ١ y

٠ ٠ ١

 : x, y, z ∈ R

 ,

Γ =




١ x z

٠ ١ y

٠ ٠ ١

 : x, y, z ∈ R

 .

اگر که داد نشان می توان است. G در شبکه یک Γ صورت این در
فشرده G/Γ آنگاه باشد، G حل پذیر یا پوچ توان گروه در شبکه ای Γ

است. شده ساخته «حسابی» طریقی به و است

متفاوت (semisimple) نیمه ساده لی گروه های مورد در وضعیت
d × d ماتریس های از متشکل SLd(R) گروه مثال، برای است.
زیرگروه که داد نشان می توان بگیرید. نظر در را واحد دترمینان با
شبکه یک صحیح درایه های با ماتریس های از متشکل SLd(Z)
نابدیهی حکم این اثبات قبل، برخلاف اما است. SLd(R) در
و مینکوفسکی (reduction theory) تحویل نظریۀ بر استوار و
همچنین است. SLd(Z) برای بنیادی ناحیۀ یک حجم صریح محاسبۀ
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SLd(R)/SLd(Z) قسمت خارج فضای بالا، مثال های برخلاف
چندرا هریش و (Armand Borel) بورل آرمان نیست. فشرده
را نیمه ساده لی گروه های در شبکه ها وجود (Harish-Chandra)
دارند. حسابی ریشۀ بالا مثال های مانند نیز شبکه ها این دادند. نشان

تولید برای دیگری منبع متناهی حجم با هذلولوی خمینه های
یک از ما منظور هستند. لی گروه های از خاصی خانوادۀ در شبکه ها
به را آن بتوان که است M ریمانی خمینۀ d بعد با هذلولوی خمینۀ

قسمت خارج صورت

M = Hd/Γ

بنیادی گروه Γ و بعدی d هذلولوی فضای Hd اینجا در داد. نمایش
که آنجایی از می کند. عمل Hd بر طول پا تبدیلات با که است M
یکریخت SO(d, ١) گروه با Hd جهت نگهدار و طول پا تبدیلات گروه

بود. خواهد SO(d, ١) در شبکه π١(M) که دید می توان است،

d = ٢ بعد در Γ := π١(M) جبری ساختار که می شود ملاحظه
ساختارهای فضای واقع در نمی کند. مشخص را M هذلولوی ساختار
خمینه ای ساختار دارای خود ،g گونۀ با هذلولوی خمینۀ روی هذلولوی
این موضوع این نتیجۀ است. تایشمولر فضای به مشهور بعدی ۶g−۶
سال در اما نیستند. حسابی لزوماً SL٢(R) گروه شبکه های که است
متفاوت کاملا بالاتر بعدهای در وضعیت که داد نشان مستوو ١٩۶٨
اگر که می گوید مستوو (rigidity theorem) صلبیت قضیۀ است.
d > ٢ بعد با فشرده هذلولوی خمینۀ دو (M٢, g٢) و (M١, g١)

بنیادی گروه های یکریختی یک ϕ : π(M١) → π١(M٢) و باشند
طول پایی یک صورت این در باشد، آنها

f : (M١, g١) → (M٢, g٢)

ϕاست. = f∗ همان آن متناظر القایی نگاشت که طوری به دارد وجود
توپولوژی می دهد نشان که است این در قضیه این شگفت انگیزی
کامل طور به را آنها هندسۀ ،٢ از بیشتر بعد با هذلولوی خمینه های
(super-rigidity theorem) صلبیت اَبر قضیه می کند. معین
کلی، بسیار شرایطی تحت که است قضیه این از ژرفی تعمیم مارگولیس

همریختی های

ϕ : Γ → H

جزئیات یادآوری بدون را قضیه این از خاصی حالت می کند. رده بندی را
باشد همبندساده و نیمه ساده جبری گروه G کنیم فرض می کنیم. بیان
و باشد ٢ برابر دست کم آن (real rank) حقیقی رتبۀ که طوری به
Γ کنید فرض همچنین باشد. نداشته فشرده ای مؤلفۀ هیچ G(R)
و همبند جبری گروه یک H و ، G(R) در تحویل ناپذیر شبکۀ یک
نابدیهی نرمال زیرگروه هیچ که طوری به است R روی بر تعریف شده

اگر ندارد. R روی بر تعریف شده

ϕ : Γ → H(R)

باشد چگال زاریسکی  ــ H در ϕ(Γ) که نحوی به باشد همریختی یک
همریختی یک به را ϕ می توان آنگاه نباشد، فشرده H(R) و

ϕ̄ : G → H

به که اَبرصلبیت قضیۀ از کلی تر صورتی کمک به داد. گسترش
مارگولیس است، اعمال شدنی هم ادیک pــ گروه های در همریختی ها
Ilya) شاپیرو پیاتتسکی ایلیا و (Atle Selberg) سلبرگ اتله  حدس
(arithmeticity) حسابیت مورد در (Piatetski-Shapiro
کرد ثابت را ١ از بیشتر رتبۀ با نیمه ساده گروه های در شبکه ها
نتایج تأثیرگذارترین زمرۀ در می توان را قضیه دو این .[Mar84]
موضوعات، این برای منبع بهترین آورد. حساب به مارگولیس

است. [Mar89]

گسترنده گراف های .٢

از یکی امروز (expander graphs) گسترنده گراف های نظریۀ
گرافی گسترنده گراف شهودی، طور به است. ترکیبیات پویای شاخه های
خواص از رئوس) درجۀ بودن (کوچک بودن» «تنک عین در که است
برای (Cheeger) چیگر ثابت است. برخوردار نیز قوی ای همبندی

می شود: تعریف چنین G متناهی گراف

h(G) = min

{
|∂A|
|A|

: A ⊆ V (G),

١ ≤ |A| ≤ ١
٢
|V (G)|

}
.

Aو در سر یک که می دهد نشان Gرا از یال هایی مجموعۀ ∂A اینجا در
می خوانیم ,d)−گسترنده ϵ) گرافGرا دارند. V (G)\A در دیگر سر

. h(G) ≥ ϵ همچنین و باشد d حداکثر آن رأس هر درجۀ هرگاه

توسط بیستم قرن شصت دهۀ در که گسترنده گراف های
مستقلا بعدتر کمی و [Kol93] (Barzdin) بارزدین و کولموگوروف
در اساسی نقشی امروز شدند، کشف [Pin73] پینسکر توسط
متناهی گرافی G کنید فرض دارند. نظری کامپیوتر علوم و ریاضیات
که نشاند چنان صفحه در را G نمی توان کلی حالت در که می دانیم باشد.
می توان سادگی به نکنند. قطع را یکدیگر مشترک رأس بدون یال های
مقالۀ شروع نقطۀ است. ممکن همیشه R٣ در نشاندنی چنین که دید
G گراف بخواهیم کنید فرض است: زیر سؤال بارزدین و کولموگوروف
بین فاصلۀ (١) که بنشانیم چنان L := L(n, d) ضلع به مکعبی در را
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دو هر فاصلۀ (٢) و بماند ١ از بیش همیشه مشترک رأس بدون یال دو
مقدار حداقل دربارۀ صورت، این در باشد. ١ دست کم هم متمایز رأس
چه باشد کارساز k درجۀ بیشترین و رأس n با گراف های همۀ برای Lکه
می کنند ثابت ابتدا بارزدین و کولموگوروف مقاله این در گفت؟ می توان
است. کافی همواره L = C(d)N١/٢ ضلع به مکعبی کار این برای که
خانواده ای برای که می دهند نشان آنها کران، این بودن بهینه اثبات برای
ثابت احتمالا استثنای (به کران این بهبود امکان گسترنده گراف های از
چنین وجود برای بارزدین و کولموگروف اثبات ندارد. وجود (C(d)

برای صریحی دستور و است احتمالاتی روشی بر مبتنی گراف هایی
سال در نمی دهد. ارائه گراف هایی چنین از نامتناهی خانواده ای ساختن
کرد کشف را گسترنده گراف های دیگر زوایه ای از نیز پینسکر ١٩٧٣
کرد. عرضه گراف هایی چنین وجود برای دیگری احتمالاتی اثبات و
گراف های تولید برای صریح ساخت دستور اولین مارگولیس بعد، کمی
از تغییریافته ای صورت اینجا در .[Mar73] داد ارائه را گسترنده
Γ = SL٣(Z) کنید فرض می کنیم. توصیف را مارگولیس گراف های

همریختی و

πN : Γ → SL٣(Z/NZ)

S متقارن و متناهی مولد مجموعۀ باشد. N پیمانۀ به کاهش نگاشت
SL٣(Z/NZ) کیلی گراف GN کنید فرض بگیرید. نظر در را Γ برای
دیگر، عبارت به باشد. SN := πN (S) مولد مجموعۀ به نسبت
رأس های و هستند SL٣(Z/NZ) اعضای از متشکل GN رأس های
کمک با .h−١g ∈ SN هرگاه می شوند تعریف مجاور h و g

طیفی توصیف از استفاده با و (Kazhdan) کاژدان (T ) خاصیت
گراف های ϵ از مناسبی مقادیر برای که داد نشان می توان بودن، گسترنده
SL٣(Z) گروه کارساز ویژگی هستند. گسترنده −(d, ϵ) همگی GN

که است کاژدان) (T ) خاصیت به (مشهور گروه این خاصیت این
نقطۀ یک آن یکانی نمایش های همۀ فضای در گروه این بدیهی نمایش
نسبتاً و مستقیم SL٣(R) گروه برای ویژگی این اثبات تنهاست.
که است این به متکی SL٣(Z) برای کاژدان اثبات است. کوتاه
این جزئیات دیدن برای است. شبکه یک SL٣(Z < SL٣(R))

می دهیم. ارجاع [Lub10] به را خواننده مربوط مطالب و اثبات

تک توان دینامیک و اُپنهایم حدس .٣

و باشد Rd روی ناتباهیده مربعی فرم یک Q کنید فرض
با است معادل شرط این که دید می توان سادگی به .min(p, q) ≥ ١
یک SO(Q) متعامد گروه اینکه با همچنین و Q(Rd) = R اینکه

باشد. غیرفشرده لی گروه

گویا Q ضرایب اگر می گوید (Meyer) مایر از کلاسیک قضیه ای
بردار یعنی می دهد، نمایش را صفر Z روی Q آنگاه ، d ≥ ۵ و باشند
الهام با شاید .Q(x) = ٠ که دارد وجود x ∈ Zd ناصفر و صحیح
این ١٩٢٩ سال در (Oppenheim) اپنهایم الکساندر قضیه، این از
یک صفر آنگاه ، d ≥ ٣ و باشد ناگویا Q اگر که کرد مطرح را حدس
صفر یعنی است، صحیح بردارهای روی Q مقادر مجموعۀ حدی نقطۀ

مجموعۀ بستار به }متعلق
Q(x) : x ∈ Zd

}
صحیح ضرایب با فرمی هرگاه می شود نامیده ناگویا Q فرم است.
و ناگویا هم که است روشن باشد. Q از مضربی که باشد نداشته وجود

هستند. لازم حدس این درستی برای فرم بودن نامعین هم

قلمداد اعداد تحلیلی نظریۀ قلمرو در مسئله ای مدت ها سؤال این
برای جمله (از خاص حالت هایی اثبات برای اولیه تلاش های و می شد
بر مبتنی همگی متغیر) ٢١ از بیش با فرم های و قطری فرم های
the circle) دایره» «روش مانند موجود تحلیلی روش های از استفاده
مشاهده ای مسئله، این حل جهت در گام اولین بوده اند. (method
بود (M.S. Raghunathan) راگوناتان م.س. از عمیق اما ساده
معادلی صورت بندی اپنهایم حدس که دریافت ١٩٨٠ سال حدود در که
کلی تر حدسی او علاوه به دارد. همگن دینامیکی سیستم های نظریۀ در
مشهور راگوناتان حدس به که کرد طرح دینامیکی چارچوب این در
تعریف چند به اپنهایم حدس دینامیکی صورت بندی توصیف برای شد.

قسمت خارج فضای نیازمندیم.

Ln := SLd(R)/SLd(Z)

کنید فرض دارد. نیز دیگری مفید توصیف فضا این بگیرید. نظر در را
وارون پذیر ماتریس که دید می توان سادگی به باشد. Rd در شبکه ای L
تقریب با g ماتریس و ، Λ = gZd که دارد وجود g ∈ GLd(R)
تعریف یکتا طور به SLn(Z) از عضوی در راست سمت از ضرب
آنگاه باشد داشته واحد حجم Λ بنیادی ناحیۀ اگر به علاوه، می شود.

.g ∈ SLd(R)

یک حجم با شبکه های بین یک به یک تناظری می توان ترتیب این به
همدسته های و

Λ 7→ gSLd(Z) ∈ SLd(R)/SLd(Z)

به را Ln فضای می توان شد، ذکر بالا در که نکته ای بر بنا کرد. پیدا
کرد. مجهز SLn(R) عمل تحت ناوردا احتمالی اندازۀ

بر SLd(R) زیرگروه های عمل دینامیکی خواص بررسی
است. همگن دینامیکی سیستم های در موضوعی SLd(R)/SLd(Z)
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صورت بندی زیر شکل به می توان را اپنهایم حدس که دریافت راگوناتان
R٣ روی (٢, ١) علامت با مربعی فرم یک Q که کنید فرض کرد:
زیرگروهی عنوان به Q با متناظر H = SO(Q) متقارن گروه باشد.
حدس می کند. عمل SL٣(R)/SL٣(Z) فضای بر SL٣(R) از
داشته فشرده بستار که H مدار هر که است حکم این معادل اپنهایم
شکلی به حکم، این از مارگولیس اثبات در است. فشرده حتماً باشد،
اجزای از یکی می شود. استفاده دینامیکی زبان از غیرقابل اجتناب
است. تک توان زیرگروه های دینامیکی ویژگی های اثبات، پراهمیت
u ∈ U هر برای هرگاه می نامیم تک توان را SLd(R) از U زیرگروه
برای مارگولیس اثبات از بعد کمی باشند. یک برابر u ویژۀ مقادیر همۀ
شد راگوناتان کلی تر حدس اثبات به موفق رتنر مارینا اپنهایم، حدس
را راگوناتان توپولوژیک حدس رتنر اثبات .[Rat 91b, Rat 91a]
می دهد. تقلیل تک توان زیرگروه های تحت ناوردا اندازه های رده بندی به
[MT94] در تومانوف و مارگولیس را رتنر قضیۀ برای دیگری اثبات

داده اند. ارائه

رتنر قضایای کاربردهای و اپنهایم حدس برای مارگولیس اثبات
را ریاضیات دیگر حوزه های مسائل به دینامیکی نگرش حاصل خیزی
حوزه، این در باز مسئلۀ مشهورترین شاید داده اند. نشان روشنی به
α, β ∈ R حقیقی مقادیر همۀ برای که می گوید که باشد لیتلوود حدس

داریم

lim
n→∞

n∥α∥∥β∥ = ٠,

کمک با .∥α∥ = min{|α − n| : n ∈ Z} اینجا در که
داده اند نشان لیندن شتراوس و کاتک، اینزیدلر، همگن، دینامیک ابزار
لیتلوود حدس نقض مثال های مجموعۀ هاسدورفِ بعد که [EKL06]

است. صفر
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