
٢٠١٩ آبل جایزۀ برندۀ اولنبک، کارن

سیدعلی رضا

ریاضیات پژوهشکدۀ

بازنشستۀ استاد (Karen Keskulla Uhlenbeck) اولنبک کسکولا کارن به را ٢٠١٩ آبل جایزۀ نروژ ادبیات و علوم فرهنگستان
به آبل جایزۀ اهدای دلیل است. شده نائل جایزه این دریافت به که است زنی نخستین وی کرد. اهدا آمریکا، آستین، در تکزاس دانشگاه
اساسی تأثیر و انتگرال پذیر، سیستم های و پیمانه ای نظریۀ هندسی، جزئی دیفرانسیل معادلات در او پیشگامانۀ «دستاوردهای اولنبک،

است. شده عنوان ریاضی» فیزیک و هندسه، آنالیز، بر او تحقیقات
هر ٢٠٠٣ سال از و شد نهاده بنیان ٢٠٠٢ سال در ــــ نوزدهم قرن در نروژی بزرگ ریاضیدان آبل هنریک نیلس نام به ــــ آبل جایزۀ
برندگان میان در است. گرفته تعلق داشته، ریاضیات در ماندگاری و عمیق تأثیر آنها دستاورد که پیشکسوت ریاضیدان دو یا یک به سال
پیردلین، سمردی، آندره میلنر، جان گروموف، میخائیل لکس، پیتر اتیا، مایکل سر، پیر ژان چون مشهوری بسیار نام های جایزه، این قبلی
دلار ٧۵٠ ٠٠٠ (تقریباً نروژ کرون میلیون ۶ آبل جایزۀ مبلغ می شود. دیده لنگ لندز رابرت و وایلز، اندرو نش، جان سینایی، یاکوف

است. آمریکا)
تحصیلات گرفت. میشیگان دانشگاه از ١٩۶۴ در را کارشناسی مدرک آمد. دنیا به اوهایو کلیولندِ در ١٩۴٢ سال در اولنبک کارن
از ١٩۶٨ و ١٩۶۶ سال های در ترتیب به را دکتری و ارشد کارشناسی مدارک و گذراند ماساچوست در براندایس دانشگاه در را تکمیلی
مشغول آستین در تکزاس دانشگاه در ١٩٨٨ از و پرداخت تحقیق و تدریس به مختلفی دانشگاه های در سپس کرد. دریافت دانشگاه آن
محقق و پرینستون، پیشرفتۀ مطالعات انستیتوی در میهمان ممتاز استاد دانشگاه، آن بازنشستۀ ممتاز استاد حاضر حال در وی شد. کار

است. پرینستون دانشگاه در میهمان ارشد
می خوانید. اولنبک کارن ریاضی کارهای دربارۀ ریاضیات پژوهشکدۀ پژوهشگران از یکی قلم به شرحی پیش رو، مقالۀ در

آنالیز در اولنبک کارن اساسی دستاوردهای خاطر به ٢٠١٩ آبل جایزۀ
پیشرفت های برای مبنایی اولنبک تحقیقات گرفت. تعلق او به هندسی
چهار طی (PDE) جزئی دیفرانسیل معادلات و هندسی آنالیز در بسیار
ریاضیات از حوزه ای هندسی، آنالیز است. کرده فراهم گذشته دهۀ
برای دیفرانسیل معادلات و آنالیز از تکنیک هایی آن، در که است
مهم رهیافت یک می شود. گرفته کار به هندسی مسائل حل وفصل
در (variational) وردشی روش های از استفاده هندسی، آنالیز در
از وردشی روش های سنتی، طور به است. هندسی مسئله های حل
(action)ها کنش مانای حالت های آنجا در که شده اند گرفته فیزیک
این می شوند. مطالعه (functional) ها تابعگون ریاضی، زبان به یا
فرض است. موفقیت آمیز بسیار دیفرانسیل معادلات حل در روش نوع
نظر مورد ایدۀ هستیم. دیفرانسیل معادلۀ یک حل به علاقه مند کنید
با متناظر بحرانی اش نقاط که یابیم دست تابعگونی به که است این
معادله، مستقیم حل جای به بنابراین، باشند. معادله آن جواب های
دهیم. نشان تابعگون آن برای را بحرانی نقطۀ یک وجود می کنیم سعی

مسئله های از بسیاری وردشی روش های از استفاده با توانست اولنبک
مینیمال، رویه های ،(harmonic) همساز نگاشت های نظریۀ در مهم
دهۀ از او کارهای از بعضی مقاله، این در کند. حل را پیمانه ای نظریۀ و
علاقه مند خوانندۀ و می دهیم شرح اختصار به را بعد به میلادی هشتاد
زمینه این در دانلدسون زیبای مقالۀ به جامع تر بحث ملاحظۀ برای را

می دهیم. ارجاع [3]

همساز نگاشت های

ریاضیات در موفقیت با وردشی روش های شد، گفته بالا در چنانکه
وجود برای اثباتی هندسه، در آن نمونۀ یک شده اند. گرفته کار به
فرض است. ریمانی خمینه های روی فاصله مینیمم کنندۀ ژئودزیک های
مسیر فضای .p, q ∈ M و باشد ریمانی خمینۀ یک (M, g) کنید
هموار قطعه قطعه نگاشت های همۀ یعنی ،q تا p از هموار (قطعه قطعه)

٣٢| | ٩٢ پیاپی شمارۀ | ١٣٩٨ بهار



اولنبک کارن

γ(٠) = p به طوری که بگیرید نظر در را γ : [٠, ١] → R
صورت به را فضا این روی F انرژی تابعگون .γ(١) = q و
||γ′

(t)||g آن در که می کنیم تعریف F(γ) =
∫ ١

٠ ||γ′
(t)||٢gdt

اساسی قضیۀ کردن ترکیب با است. g ریمانی متریک به نسبت نرم
هر ازای به (Holder) هولدر نابرابری و انتگرال و دیفرانسیل حساب

داریم a, b ∈ (٠, ١)

dg (γ(a), γ(b)) ≤
∫ b

a
||γ′

(t)||dt ≤ F(γ)
١
٢ |a− b|

١
٢ .

از دنباله ای γi کنید فرض نیز و α = infγ F(γ) کنید تصور حال
.i → ∞ وقتی F(γi) → α یعنی باشد، مینیمم کننده مسیرهای
به بنا و است (equicontinuous) یکسان پیوسته γi اینجا در
دارد. همگرایی زیردنبالۀ یک ،(Arzela-Ascoli) آرزلا  ـاسکولی قضیۀ
و است هموار قطعه قطعه حد، که نیست دشوار مطلب این نشان دادن
مینیمم ساز ژئودزیکِ یک بنابراین، است. انرژی تابعگون از مینیممی
یکنواخت کران یک که است این مسئله این در مهم بسیار نکتۀ است.
(equicontinuty) یکسان پیوستگی ،F(γi) انرژی تابعگون بر
پلس  ـاسمیل شرط را ویژگی چنین می دهد. نتیجه را γi دنبالۀ

می نامند. (Palais-Smale)

بالاتـر ابـعاد بـه ژئـودزیک ها تعمیـم همسـاز، نگاشـت های
و باشـند ریمانـی خمینه هایـی N و M کنـید فـرض هستـند.
صورت به را u انرژی باشد. هموار نگاشت یک u : M → N

گرادیان آن، در که می کنیم تعریف F(u) =
∫
M |∇u|٢dVM

و می شوند گرفته نظر در M روی ریمانی متریک به نسبت نرم و
F بحرانی نقاط همساز، نگاشت های است. M حجمی فرم dVM

بحرانی نقاط وجود اثبات در ژئودزیک ها، موردِ برخلاف ولی هستند.
اگر که است این مشکل یک می آید. پیش اساسی دشواری های ،F
C٠ به W ١,٢ از نشاننده (embedding)ای ، dimM ≥ ٢

تضمین را یکسان پیوستگی انرژی، بر یکنواخت کنترل بنابراین، نداریم.
F که می گوییم وردشی روش های اصطلاحات از استفاده با نمی کند.
توجه مطلب، این ملاحظۀ برای نمی کند. صدق پلس  ـاسمیل شرط در
ناوردا همدیس طور به F تابعگون ، dimM = ٢ وقتی که کنید
به که می شود معلوم اینجا از است. (conformally invariant)
انرژی با نگاشت ها از نافشرده خانواده ای می توانیم M = S٢ ازای
برای مستقیم طور به نمی توان را آرزلا  ـاسکولی قضیۀ پس بسازیم. برابر

برد. کار به مینیمم کننده دنبالۀ از زیردنباله ای همگرایی اثبات

خود تأثیرگذار بسیار مقالۀ در اولنبک و (Sacks) ساکس
بررسی باشد بعدی ٢ ریمانی خمینۀ یک M که را حالتی [5]
این در پلس  ـاسمیل شرط شد، گفته بالا در چنانکه کردند.
مستقیم وردشی روش های نمی توان بنابراین، و نیست صادق مسئله
تابعگون های آنها مشکل، این بر غلبه برای برد. کار به را
کردند. بررسی α > ١ ازای به را Fα =

∫
M (١+ |∇u|٢)αdVM

به را W ١,٢ ↪→ C٠ (Sobolov embedding) سوبولف نشانندۀ
داریم. p > ٢ ازای

هر برای را یکسان پیوستگی ،Fα بر یکنواخت کرانی بنابراین،
که موضوع این دادن نشان پس، می دهد. نتیجه Fα مینیمم کنندۀ دنبالۀ
کار دارند ،α > ١ به ازای ، uα بحرانی نقطۀ یک Fα تابعگون های
وقتی است uα از حدگیری آنها، استدلال در اصلی گام نیست. دشواری
کردند، ثابت که کوچک انرژی براورد یک از استفاده با آنها .α → ١
زیردنباله ای ،M بر متناهی مجموعۀ یک از صرف نظر که دادند نشان
قضیۀ یک اثبات با سپس می کند. میل u به ∞C-توپولوژی در uα از
هموار طور به می توان را u که دادند نشان (رفع کردنی)، برداشتنی تکینۀ
فرایند این در که کردند کشف حال عین در آنها داد. گسترش M به
یک اگر اجمالی، بیان به دهد. رخ حباب تشکیل پدیدۀ بک است ممکن
گردد، تبدیل N در کره ای به و شده گسترانده M در کوچک بسیار قرص
مسائل از بسیاری در حباب تشکیل پدیدۀ این می شود. تشکیل حباب
در نیمه خطی معادلات با وقتی جزئی، دیفرانسیل معادلات و هندسه در
تحقیق در اولنبک و ساکس می دهد. رخ داریم، سروکار بحرانی بعد
آنالیز و هندسه در جالب مسائل مطالعۀ برای را لازم ابزارهای خودشان

آوردند. پدید

پیمانه ای نظریۀ

(Mills) میلز و (Yang)یانگ به وسیلۀ ماکسول معادلات از تعمیمی
هم ریاضیدان ها بعداً بود. نظری فیزیک در پیمانه ای نظریۀ سرآغاز
پیمانه ای، نظریۀ در اشیا مهمترین شدند. علاقه مند پیمانه ای نظریۀ به
یک برای هستند. اصلی کلاف های روی (connection)ها التصاق 
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با مشابه کنیم. تعریف را (انحنا) خمیدگی می توانیم مفروض، التصاق
یانگ  ـمیلز) (تابعگون انرژی تابعگون یک همساز، نگاشت های موردِ
نظریۀ در اصلی مسئلۀ کرد. تعریف التصاق ها فضای روی می توان را
بحرانی نقطه های که است یانگ  ـمیلزی التصاق های یافتن پیمانه ای
که است آن دارد خاص اهمیت که حالتی باشند. یانگ  ـمیلز تابعگون
مسئله این بین بسیاری مشابهت های باشد. چهاربعدی پایه، خمینۀ
نشانندۀ مورد در وضعیت همین دارد. وجود همساز نگاشت مسئلۀ و
کنش مسئله، این از جدیدی کاملا ویژگی ولی می آید. پیش سوبولف
حفظ را یانگ   ـمیلز تابعگون که است بینهایت بعدی پیمانه ایِ گروه
پدید مسئله این در را ظرافت از دیگری سطح موضوع این می کند.
چهاربعدی پیمانه ای نظریۀ در را مشهور حکم چند اولنبک می آورد.
مورد در فشردگی قضیۀ یک مهم، نتایج این از یکی کرد. ثابت
تکینۀ قضیۀ دیگر، مهم نتیجۀ یک است. [6] یانگ  ـ میلز التصاق های
خوددوگان التصاق یک که است حاکی قضیه این است. [7] او برداشتنی
قابل هموار طور به متناهی انرژی با چهاربعدی سوراخ شدۀ گوی روی
ریاضی دستاوردهای بسیاری مبنای او کارهای است. مبدأ به گسترش
تاوبز کار و چهاربعدی، خمینه های مورد در دانلدسون دستاورد قبیل از

است. بوده خوددوگان التصاق های چسباندن مورد در (Taubes)

وجوه مورد در آورد، دست به اولنبک که دیگری مهم نتیجۀ
پایدار تمام ریختِ برداریِِ کلاف های روی ارمیت  ـاینشتین متریک های
کلاف که کردند ثابت [8] مشترکی اثر در (Yau) یاو و او بود.
یک فشرده (Kähler) کیلر خمینۀ یک روی تمام ریخت برداریِ
نتیجۀ باشد. پایدار کلاف، آن اگر می پذیرد ارمیت  ـاینشتین متریک
(Narasimhan-Seshadri) ناراسیمهان  ـسشادری قبلی نتایج آنها
(Chern) چرن التصاق می دهد. تعمیم را ([2] ([1]و دانلدسون و [4]
نقطۀ یک بنابراین، و یانگ  ـمیلز التصاق یک ارمیت    ـاینشتین متریک
از اثباتشان در یاو و اولنبک است. یانگ  ـمیلز تابعگون بحرانی
کار به را پیوستگی روش بلکه نکردند، استفاده وردشی روش های
E → M و فشرده کیلر خمینۀ یک (M,ω) کنید فرض گرفتند.
M روی h ارمیتی متریک یک باشد. تمام ریخت برداری کلاف یک
اینجا در . ΛF(E,h) = µ(E)IE اگر می شود نامیده ارمیت   ـاینشتین
عمل ω کیلری فرم به نسبت فرم ها (١, ١) روی که است اثر عملگر Λ

E شیب µ(E) و ،(E, h) چر التصاق خمیدگی F(E,h) می کند،
مرتبۀ غیرخطی PDE یک این است. توپولوژیک ثابت یک که است
و کردند شروع h٠ دلخواه متریک یک با آنها است. h به نسبت دوم
بررسی را t ∈ [٠, ١] ازای به ΛFht = kt معادله های از خانواده ای
K٠ = ΛFh٠ که است E خودریختی از همواری مسیر Kt که کردند

کنید فرض می پیوندد. K١ = µ(E)IE به را

I = {t ∈ [٠, ١]| دارد ΛFhtجوابی = Kt}.

چون I ̸= ∅ که کنید توجه .١ ∈ I دهیم نشان که است این هدف
و بسته، هم و است باز هم [٠, ١] در I که دادند نشان آنها .٠ ∈ I

قضیۀ از آنها است، باز I اینکه دادن نشان برای .I = [٠, ١] بنابراین
بسته بودن اثبات اثبات، بخش دشوارترین کردند. استفاده وارون تابع
جواب های فشردگی بر مبنی حکمی بود لازم منظور این به است.
برقرار فشردگی اگر که دادند نشان آنها کنند. ثابت ΛFht = Kt

E برای ناپایدارکننده منسجم (subsheaf) زیربافۀ یک آنگاه نباشد،
نیست. پایدار E بنابراین و دارد وجود
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